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Происходящая в настоящее время Четвёртая промышленная революция и создаваемая при этом Индуст-
рия 4.0 предполагают массовое внедрение киберфизических систем (КФС) в производство и обслуживание че-
ловеческих потребностей, включая быт, труд, обеспечение безопасности и досуг. Среди областей, для кото-
рых создаются киберфизические системы, не последнее место занимает взаимодействие человека с окру-
жающей средой, которое должно перейти на новый уровень, обеспечивая гармонизацию потребностей чело-
вечества и сохранность природной среды. При этом особый интерес представляет создание киберфизических 
систем для широкого класса природных процессов, названных динамическими процессами на поверхности Зем-
ли. Примерами таких процессов могут служить природные пожары, наводнения, разливы нефтепродуктов на 
поверхности Земли и воды и целый ряд других. Эти процессы имеют разную физическую природу (геологиче-
скую, биологическую, метеорологическую, гидрологическую, антропогенную), но, в общем случае, таким про-
цессом может быть названо любое явление природного или антропогенного характера, которое можно пред-
ставить в виде подвижной области, контура или бегущей волны, распространяющейся по поверхности Земли. 
Эти процессы объединяет ряд особенностей, благодаря которым их динамику и управление можно описать  
с помощью единого математического аппарата, что позволяет создавать цифровые модели данных объек-
тов, которые являются обязательной частью всех киберфизических систем. 

В настоящей работе рассматривается еще один вид динамических процессов на поверхности Земли – про-
цессы дигрессии растительности, то есть изменения в природных растительных комплексах под влиянием их 
интенсивного использования человеком. Сформулированы требования к цифровым моделям процесса дигрессии 
и возникающие при этом задачи. Предложена и исследована математическая модель пастбищной дигрессии, 
характерной как для северного оленеводства, так и для скотоводства в южных пустынных районах. Описан 
метод построения цифровой модели этого процесса. Реализована ГИС-ориентированная система, предназна-
ченная для цифрового моделирования процессов пастбищной дигрессии, которая может послужить основой 
для соответствующей киберфизических системы.  

 
Ключевые слова: процессы антропогенной растительной дигрессии, математическое и цифровое модели-

рование этих процессов. 
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The ongoing Fourth Industrial Revolution and the Industry 4.0 being created at the same time involve the massive 

introduction of cyber-physical systems (CPS) in the production and service of human needs, including life, work, security 
and leisure. Among the areas for which cyber-physical systems are being created, not the last place is occupied by human 
interaction with the environment, which should move to a new level, ensuring the harmonization of human needs and the 
preservation of the natural environment. At the same time, the creation of cyber-physical systems for a wide class of 
natural processes, called dynamic processes on the Earth's surface, is of particular interest. Examples of such processes 
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are wild fires, floods, oil spills on the surface of the Earth and water, and a number of others. These processes have  
a different physical nature (geological, biological, meteorological, hydrological, anthropogenic), but, in the general case, 
such a process can be called any phenomenon of a natural or anthropogenic nature, which can be represented as a 
moving area, contour or traveling wave propagating over the surface of the earth. These processes are united by a number 
of features, due to which their dynamics and control can be described using a single mathematical apparatus, which makes 
it possible to create digital models of these objects, which are an indispensable part of all cyber-physical systems.  

In this paper, another type of dynamic processes on the Earth's surface is considered – the processes of vegetation 
digression, that is, changes in natural plant complexes under the influence of their intensive use by humans. The 
requirements for digital models of the digression process and the problems arising from this are formulated.  
A mathematical model of pasture digression, which is characteristic of both reindeer herding and cattle breeding in the 
southern desert regions, has been proposed and studied. A method for constructing a digital model of this process is 
described. A GIS-based system has been implemented for digital modeling of pasture digression processes, which can 
serve as the basis for the corresponding cyber-physical system. 

 
Keywords: Processes of anthropogenic plant digression, mathematical and digital modeling of these processes. 
 
ВВЕДЕНИЕ 
Происходящая в настоящее время Четвёртая про-

мышленная революция и создаваемая при этом Инду-
стрия 4.0 предполагают массовое внедрение киберфи-
зических систем (КФС) в производство и обслужива-
ние человеческих потребностей, включая быт, труд, 
обеспечение безопасности и досуг. Среди областей, 
для которых создаются киберфизические системы, не 
последнее место занимает взаимодействие человека  
с окружающей средой, которое должно перейти на 
новый уровень, обеспечивая гармонизацию потребно-
стей человечества и сохранность природной среды. 
При этом особый интерес представляет создание ки-
берфизических систем для широкого класса природ-
ных процессов, названных динамическими процесса-
ми на поверхности Земли. Примерами таких процес-
сов могут служить природные пожары, наводнения, 
разливы нефтепродуктов на поверхности Земли и во-
ды и целый ряд других. Эти процессы имеют разную 
физическую природу (геологическую, биологиче-
скую, метеорологическую, гидрологическую, антро-
погенную), но, в общем случае, таким процессом мо-
жет быть названо любое явление природного или ан-
тропогенного характера, которое можно представить 
в виде подвижной области, контура или бегущей вол-
ны, распространяющейся по поверхности Земли. Эти 
процессы объединяет ряд особенностей, благодаря 
которым их динамику и управление можно описать с 
помощью единого математического аппарата, что по-
зволяет создавать цифровые модели данных объектов, 
которые являются обязательной частью всех кибер-
физических систем. Примеры таких систем содержат-
ся в работах [1–3]. 

В настоящей работе рассматривается еще один вид 
динамических процессов на поверхности Земли – 
процессы дигрессии растительности.  

Дигрессия – это процесс изменения в природных 
растительных комплексах под влиянием их интенсив-
ного использования человеком.  

В зависимости от видов природных комплексов и 
способов воздействия на них различают различные 
виды дигрессии. В частности, можно отметить сле-
дующие. 

Техногенная дигрессия – угнетение лесов, травя-
ного и лишайникового покрова, вызванное промыш-
ленным загрязнением воздуха, в особенности при 

медно-никелевом производстве. Этот вид дигрессии 
характерен для северных регионов нашей страны 
(Мурманская область, Норильский промышленный 
район), а также для Финляндии и Норвегии. Дигрес-
сия приводит к изменению видового состава расте-
ний, нарушает ход природных восстановительных 
процессов в этих условиях, зачастую приводит к пол-
ной гибели растительности [4]. 

Рекреационная дигрессия – это изменения в при-
родных комплексах (главным образом в лесных био-
ценозах) под влиянием их интенсивного использова-
ния для отдыха населения [5]. Регулярное пребывание 
даже ограниченного количества рекреантов (людей, 
животных) в лесу вызывает постепенные прогресси-
рующие изменения в сложных взаимосвязанных био-
логических системах, которые могут привести к раз-
рушению природной среды. Самым ощутимым и по-
стоянно действующим фактором рекреационной  
дигрессии является механическое воздействие –  
вытаптывание растительного покрова и уплотнение 
почвы. 

Пастбищная дигрессия – изменение в природном 
комплексе за счет выпаса скота. Этот процесс проис-
ходит в разных климатических и природных зонах.  

Так, известно, что северные олени пасутся целыми 
стадами на отдельных природных участках. Их выпа-
сом на пастбищах в степи организованно занимаются 
местные жители. При этом все сильнее выявляется 
пастбищная дигрессия – процесс ухудшения состоя-
ния экологической системы из-за воздействия ряда 
негативных антропогенных факторов.  

Пастбищная дигрессия характерна также для пус-
тынных районов. Несмотря на суровые климатиче-
ские условия, пустыни обладают значительными био-
логическими ресурсами и служат базой отгонного 
скотоводства. В южных районах пастбищная дигрес-
сия может привести к полному исчезновению расти-
тельности – к так называемому опустыниванию арид-
ных зон [6–8].  

 Из приведенного краткого обзора следует, что для 
мониторинга и рационального управления использо-
ванием ресурсов природных экосистем необходимо 
изучение процессов взаимодействия таких систем  
с антропогенными факторами и создание на этой ос-
нове цифровых моделей этих процессов как основы 
киберфизических систем. 
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– якобиан преобразования, определяющий дефор-
мацию элемента ݀ߪ	по	сравению	с системой коорди-
нат ሺ	ݔଵ,   .ଶሻݔ

Поле ܬ	ሺߩ, ߱ሻ, ሺߩ, ߱ሻ ∈ -фактически задает ин	଴ܦ	
формацию о магистралях. Далее предполагается, что 
,ߩሺ	ܬ ߱ሻ ് 0	во	всей	области	ܦ଴. 

 Поле ܬሺߩ, ߱ሻ	называют регулярным, если  
 

ߩ߲	/|ܬ|߲ ൐ 0 
 

и		нерегулярным, если		имеются	точки		в		ܦ଴, где 
ߩ߲	/|ܬ|߲ ൑ 0. 

Предполагая, что воздействие на фитоценоз про-
порционально средней по времени плотности живот-
ных на территории, получим выражение для величи-
ны антропогенной нагрузки на элементарной  пло-
щадке: 

ܷሺߩ, ߱ሻ ൌ ݇ ∙ ,ߩሺݍ ߱ሻ ൌ
ெ∙௞

ଶగ∙௥೘|௃ሺఘ,ఠሻ|
 ,           (8) 

 

где ݇	ሺтонн / шт. год) – ущерб, наносимый раститель-
ности одним животным (включая корм и вытаптыва-
ние) в течение года.  

 
5. Равновесное состояние фитоценоза 
Вернемся к уравнению (1) и проанализируем усло-

вие равновесия фитоценоза при длительном антропо-
генном воздействии. Как следует из вида уравнения 
(1), система всегда устойчива и имеет одну точку рав-
новесия. При ݐ → ݐ݀/ܵ݀	∞ → 0,	и равновесный запас 
биомассы ܵ̅ в каждой точке ሺߩ, ߱ሻ߳ܦ଴ определится из 
уравнения  

 ܵ̅ሺߩ, ߱ሻ ൌ ܵ௣ሺܷሺߩ, ߱ሻሻ 	െ 	ܷܶሺߩ, ߱ሻ.        (9) 
 

По физическому смыслу задачи представляют ин-
терес только неотрицательные решения ܵ̅ ൒ 0. В зави-
симости от величины нагрузки уравнение (9) либо 
имеет одно неотрицательное решение, либо таких 
решений нет.  

Нагрузка ܷ∗ при которой ܵ̅ ൌ 0, называется крити-
ческой. При ܷ ൏ ܷ∗ и ܵ̅ ൐ 0 возможное устойчивое 
хозяйствование, а при ܷ ൒ ܷ∗	и	ܵ̅ ൌ 0 наступает пол-
ная дигрессия растительности. Как видно из (8), при 
фиксированном числе животных M величина антро-
погенной нагрузки зависит от |ܬ|.  

Поскольку принятая криволинейная система коор-
динат топологически подобна полярной системе, то 
при ߩ → ܬ 0 → 0	и	ܷ → ∞.	Таким образом, в окрестно-
сти центра всегда ܵ̅ → 0,	что соответствует физиче-
скому смыслу и наблюдениям: в районе водопоя и 
содержания животных растительность, как правило, 
бывает уничтожена. С другой стороны, при ߩ → ∞ 
|ܬ| → ∞,ܷ → 0 и ܵ̅ → ܵ଴, т. е. на больших расстояниях 
от источника антропогенная нагрузка мала, а запас 
растительной биомассы определяется только природ-
ными факторами.  

Равновесное состояние системы устанавливается  
в соответствии с (1), (2). Решение этой системы имеет 
вид 

ܵሺߩ, ߱, ሻݐ ൌ ܵ଴ሺߩ, ߱ሻ݁
ି
௧
் 	൅	 ሾܵ௣ሺܷሺߩ, ߱ሻ	– 

 
	ܷܶሺߩ, ߱ሻሿ ∙ ሺ1 െ	݁ି௧/்ሻ.                    (10) 

 

Тогда при ܵ̅ ൌ 0 время 	ݐഥ , за которое произойдет 
полная дигрессия в точке ሺߩ, ߱ሻ	, определится из ус-
ловия: 

̅ݐ  ൌ ,ߩሺ̅ݐ ߱ሻ 	ൌ ,ߩሺܵ	:ݐሼ	݌ݑݏ	 ߱, ሻݐ ൐ 0ሽ.       (11) 
 

Из (10) следует, что момент времени, когда вели-
чина ܵ̅ становится равной нулю, определяется форму-
лой 

,ߩሺ̅ݐ  ߱ሻ ൌ ܶ	݈݊	
ௌబሺఘ,ఠሻିሾௌ೛ሺ௎ሺఘ,ఠሻ	ି	்௎ሺఘ,ఠሻሿ

ିሾௌ೛ሺ௎ሺఘ,ఠሻ	ି	்௎ሺఘ,ఠሻሿ
,       (12) 

 

причем это решение существует только при 
ܵ௣ሺܷሺߩ, ߱ሻ 	൏ 	ܷܶሺߩ, ߱ሻ, т.е. когда ܷሺߩ, ߱ሻ ൐ 	ܷ∗.  
В случае ܵ௣ሺܷሺߩ, ߱ሻ 	൒ 	ܷܶሺߩ, ߱ሻ установление  
равновесия происходит асимптотически, т. е. 
,ߩሺ̅ݐ ߱ሻ → 0,	что соответствует физическому смыслу 
задачи. 

Рассмотрим процесс дигрессии внутри элементар-
ной полосы (рис. 3).  

При ߩ → 0	, ܷ → 0	и ̅ݐ → 0, то есть в центре диг-
рессия наступает мгновенно, а затем в случае регу-
лярного поля ܬ	ሺߩ, ߱ሻ с увеличением ߩ величина ܷ 
уменьшается, а величина ̅ݐሺߩ, ߱ሻ возрастает. В силу 
непрерывности функции (12) можно говорить о дви-
жущейся волне дигрессии. Эта волна начинается на 
границе базы	, и при регулярном поле ܬ	ሺߩ, ߱ሻ движет-
ся с убывающей скоростью до остановки фронта. За 
пределами зоны дигрессии установившийся запас фи-
томассы ܵ̅ возрастает, и при  

ߩ → 1	ܵ̅ → ܵ଴. 
Картина волнового процесса при нерегулярном 

поле ܬ	ሺߩ, ߱ሻ оказывается более сложной. В частности, 
область дигрессии даже при одном центре может ока-
заться многосвязной. Подробное рассмотрение таких 
процессов требует численного моделирования про-
цессов дигрессии, о чем речь пойдет в разделе 7. 

При снижении нагрузки на пастбище (например, 
путем уменьшения количества животных ܰ) в соот-
ветствии с рассматриваемой моделью возможно 
уменьшение области дигрессии, т. е движение волны 
к центру. Если в некоторый момент времени положить 
ܰ ൌ 0,	то область дигрессии стянется к области B. 
Процесс движения волны дигрессии обладает некото-
рыми свойствами автоволны [10], однако его природа 
в рассматриваемой модели отлична от обычно рас-
сматриваемых в математической биофизике волн 
диффузионного типа.  

Интересно отметить, что если принять закон ми-
грации животных отличный от рассмотренного (на-
пример, медленное перемещение стада вокруг источ-
ника таким образом, что к очередному возвращению 
стада растительность успевает восстановиться), то 
можно получить автоволновой процесс типа спираль-
ной волны. 

 
6. Волна дигрессии в однородных условиях 
Рассмотрим случай, когда рассматриваемая при-

родная область однородна по пространству и по рас-
тительным условиям. В этом случае, как следует  
из п. 2, магистрали представляют собой прямолиней-
ные лучи, равномерно выходящие из центра, а изо-
хроны – концентрические окружности. Криволиней-
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